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Ubungsblatt 1

Aufgabe 1. (a) Bestimmen Sie mit Hilfe des euklidischen Algorithmus ggT(3611730,47469).

(b) Bestimmen Sie die dazugehorenden Bézout-Koeffizienten, d.h. Ay, A2 € Z so, dass
geT(3611730,4746) = A1 - 3611730 + Ao - 4746
gilt.
(a) Es gilt

3611730 = 761 - 4746 + 24
4746 =197-24 + 18
24=1-18+6
18=3-6+0.

Demnach ist ggT(3611730,47469) = 6.

(b) Das Riickrechnen des obigen Verfahrens liefert

6=24+(-1)-18
=24+ (-1) - (4746 — 197-24) = 198 - 24 + (1) - 4746
=198 (3611730 — 761 - 7476) — 4746 = 198 - 3611730 — 150679 - 4746.

Man erhélt also Ay =198, Ay = —150679.
Aufgabe 2. Die Notation sei wie in der Vorlesung. Zeigen Sie
(a) an =ggT (a1, az).
(b) Es existieren A1, Ao € Z mit a, = A\ja; + Ay as.

Beweis. (a) Es reicht die folgende Eigenschaft zu beweisen. Seien A, r € Z mit ag = Aay + r, so gilt
geT (a1, az) =ggT(ay,r). Wir miissen zeigen, dass

ggT(a1,7) | a1, ap und ggT(ay, az) | ggT (a1, 7).

Aus der Definition des ggT’s folgt dann ggT(aq, a2) =ggT(ay, 7).

Nach Definition gilt ggT (a1, 7) | a1. AuBlerdem gilt wegen ggT(ay,r) | r auch ggT(ay,7) |
Aap + 7 = as.

Sei t € Z mit ¢ | ay, ag, so gilt t | ag — Aag = r und somit ¢ |ggT (a1, r). Insbesondere gilt fiir
t =ggT (a1, a2) auch ggT (a1, az) |ggT(ay, ). Insgesamt gilt also ggT (a1, az) =ggT (a1, 7).
Somit erhalten wir induktiv mit a,4+1 = 0 (siehe Vorlesung)

ggT (a1, az) = g8T(an, ans1) = 28T (an,0) = a,.

(b) Nach dem ersten Teil ist a, =ggT (a1, az). Wie in Aufgabe 1b) kann man den euklidischen
Algorithmus benutzen, um konkret Bézout-Koeffizienten zu errechnen. Im Folgenden fithren
wir einen anderen Existenzbeweis. Betrachte anstelle von a;, ap die ganzen Zahlen qaf :=
m, ay = m und somit gilt ggT(aj,a;) = 1. Da der ggT bis auf Vorzeichen
eindeutig definiert ist, konnen wir annehmen, dass aj, @} nicht negativ sind. Betrachte die
endliche Folge
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ay,2a;1,3ay, ..., (a3 —1)ay, asa;.



Je zwei Zahlen aus obiger Folge haben verschiedenen Rest bei der Division durch aj, denn
angenommen es existieren 1 <k <k’ <ajy, A\, N €Z, r € Z mit

kaj = Xay +r und k'aj = N'aj + 7,
so gilt (k' —k)a; = (A= A')aj. Da af und aj teilerfremd sind, gilt o) | &’ - k. Dies ist aber nicht
moglich, denn 0 < k' - k < aj.
Da es bei der Division durch a) nur aj—verschiedene Rest geben kann, muss jeder Rest (< aj)
in der Folge genau einmal auftreten. Also gibt es ein 1 <k < ay und A € Z mit
kaj = Xaj + 1,
was fdquivalent zu 1 = ka] — Aaj ist. Offensichtlich gilt nun

geT (a1, a2) = ggT(as, a2)(ka{ - Aaé) = kay — Aay.

Setze also A1 = k und Ay = -\.

Aufgabe 3. Bestimmen Sie ganzzahlige Losungen der folgenden diophantischen Gleichungen:

(a)
(b)
(a)

152 + 35y = 5.

15z + 35y + 212 = 1.

Zunichst dividieren wir die Gleichung mit ggT(15,35) = 5 und erhalten eine Gleichung deren
Losungsmenge mit der Losungsmenge der urspriinglichen Gleichung iibereinstimmt. Betrachte
also die neue Gleichung 3z + 7y = 5. Da der Koeflizient vor der Variable z betragsméifig der
kleinste ist, 16sen wir die Gleichung nach z auf und fiihren eine komponentenweise Division
mit Rest durch. Wir erhalten somit

1-7y 1-y
=Y 9y = -2y +a,
3 T3 Y

wobei a := 1%’ eine ganze Zahl sein muss. Also gilt y = 1 — 3a und somit z = 7a — 2. Die

Losungsmenge L lautet
L={(7a-2,1-3a)|acZ}.

Hier gehen wir analog vor. Wir 16sen die Gleichung nach z auf und fiihren eine komponenten-
weise Division durch. Wir erhalten also

1-35y-21 1-5y-6
w=#2—2y—z+#:—2y—z+a,
15 15
wobei a := 1’51’“’5762 eine ganze Zahl ist. Letzteres impliziert
1-62-1 1-
=M:—Z—3a+ Z:—z—3a+b,
5 5
wobei b = 1% eine ganze Zahl ist. Wir erhalten also z =1 - 5b und somit
y=-z-3a+b=-(1-5b)-3a+b=-3a+6b-1
und

x=-2y—z+a=-2(-3a+6b-1)-(1-5b)+a=1+7a-"Tb.

Die Losungsmenge IL lautet also

L={(1+7(a-b),-3a+6b-1,1-5b)|a,beZ}.

Aufgabe 4. Sei n € N beliebig. Zeigen Sie: 3 und 5 teilen n° — n.



Beweis. Sei a € {3,5}. Nehme zuniichst an, dass a | n, so folgt aus n®-n = n(n*-1) direkt a | n®-n.
Alsosei a+n. Esgilt n=a-k+[mit keNgund 1<[<a-1. Wir erhalten somit
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nt-1= (Z( )(ak)“zq) —1=(ak)* +4(ak)®1 + 6(ak)*1*> + 4(ak)® + 1* - 1.
g=0'9

Im Folgenden zeigen wir, dass a | I* - 1, woraus direkt die Behauptung folgt.

I=1, ae{3,5}:all*-1=0

1=2, a€{3,5}:a|l*-1=15
1=3, ae{5}:a|l*-1=80
I=4, ae{5}:a|l*-1=250

Also existiert ein b € Ng mit {* =1 = a- b und wir erhalten insgesamt
n® —n=n(n*-1)=n-a(a®k +4a>k31 + 6a(kl)* + 4kI> + b),

d.h. a|n®-n. O



